Funkcje wielu zmiennych (najpierw dwoch zmiennych)

Definicja 1 Funkcja rzeczywista dwoch zmiennych nazywamy funkcje przeksztatcajaca
zbiér R x R (czyli R?) w zbior R.

Mamy wiec f:R xR — R, gdzie R xR ={< a,b>;a € RAbeER}.
Geometrycznie zbiorowi R x R odpowiada cata plaszczyzna rzeczywista.
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Zatem funkcja dwoch zmiennych przyporzadkowuje kazdej parze liczb rzeczywistych jakas
liczbe rzeczywista. Para ta musi naleze¢ jednak do dziedziny funkcji.

Dla funkcji dwoch zmiennych dziedzina funkeji jest podzbiorem R? czyli Dy C R x R.

Przyktad 1

fla,y) = 2* + ¢

Mamy f(0,0)=0; f(1,1)=2; f(-1,-2)=5

Latwo zauwazy¢, ze f(x,y) = 2% + y* przyjmuje tylko wartoéci nieujemne, czyli, ze
flz,y) > 0.

Przyktad 2
f(z,y) = In(z* + y*). Dziedzing funkcji jest zbior Dy = R?* — {0, 0}

Przyktad 3

f(x,y) = /4 — 22 — y2. Aby okresli¢ dziedzine musimy zarzada¢ by 4 —x? —y* > 0. Stad
22+ 9% < 4.

Poniewaz réwnanie x* + y? = 4 jest réwnaniem okregu o $rodku w punkcie (0,0) i pro-
mieniu 2, wigc dziedzina funkcji jest koto o srodku w punkcie (0,0) i promieniu 2.

Funkcja dwoch zmiennych jest (geometrycznie) powierzchnia w przestrzeni tréjwymiaro-
wej.

Linia pionowa na wykresie od punktu (z,y) do punktu na powierzchni jest wartoscia
funkcji w punkcie (z,y)



Pochodne czgstkowe funkcji dwoch zmiennych

Dla funkcji jednej zmiennej mieliSmy:

f(ao) = Jim T+ 2D =)

Dla funkcji dwéch zmiennych obliczamy pochodne czastkowe traktujac jednag ze zmien-
nych jako stata. Geometrycznie oznacza to obliczanie pochodnej wzdtuz ptaszczyzn tna-
cych rownolegtych do ptaszczyzn X7 1Y Z uktadu wspotrzednych.

Formalnie zapisujemy to jako:

f(l’o + AZL‘,y) — f(x(%y)

folz,y) = lim Ax
o f(JU,ZJO‘i‘Ay)_f(xayo)
fylwy) = lim Ay

x
Stosuje sie tez oznaczenia podobne do —. Uzywana jest litera podobna do greckiego ¢

dy
Czyli f, = g“j; oraz f, = gjyt

Of(x,y) 0f(z,y)
oraz

ox dy

Przyktady obliczania pochodnych czastkowych

Zawsze jest to obliczanie pochodnej funkcji jednej zmiennej bo drugg zmienng traktujemy

jako stata.

Piszemy takze

Przyktad 4
z=2x+ 3y + 10
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Przyktad 5
2 =a + y2 + xy
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Przyktad 6
z=at414ev
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Przyktad 7
z=a%P +Inx
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Pochodne czastkowe drugiego rzedu obliczamy tak jak pochodne drugiego rzedu funkcji
jednej zmiennej. Obliczamy po prosyu pochodna z pochodnej funkcji. W przypadku po-
chodnych czastkowych dla funkcji dwoch zmiennych mamy jedna dodatkowo pochodne
czastkowe mieszane.

—0+3+0=3

= 32%y* + 0 = 32%y?

Dla funkcji z = f(z,y) pochodne czastkowe drugiego rzedu sa nastepujace:

Fu_ 002\ 00 () = 0 (o) > 9 (0
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Przyktad 8 Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu.

2z =%+ 2y* + 10x
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Pytanie:

0%z 0%z

Czy 0xdy - Oyox

Na to pytanie udzielit odpowiedzi Schwartz w swoim twierdzeniu:

2 2 2 2
Jezeli ;m gy oraz ai 8295 sa obie ciaglw w punkcie (z¢,yo), to ? f;;g;yo) = 0 g;ao;;y())‘

Przyktad 9 Obliczy¢ pochodne czastkowe 11 II rzedu dla funkeji: f(z,y) = 22 + xy? + 22y

0 0
—f:2x+y2+2xy; —f:Qxy+x2
ox dy

4y) =0

(22 4+ 10) =0
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Pochodne mieszane sa sobie réwne na podstawie twierdzenia Schwartza.

Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Dana jest funkcja z = f(z,y). Aby wyznaczy¢ punkty z jej dziedziny, dla ktérych moga
sie realizowaé ekstrema trzeba rozwiaza¢ uktad réwnan:

of (x,y)
ox =0

of (x,y)

Ty =0

Po rozwiazaniu uktadu réwnan otrzymujemy punkty (i, 1) . ..

Aby rozstrzygnaé jakiego rodzaju sg ekstrema w wyznaczonych punktach obliczamy wy-
znacznik A z macierzy:

o1 o
0x? Oyox
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oxdy  0y?

Jezeli, w ktéryms z punktéw mamy:
a) A > 0, to ekstremum istnieje i jest to:

0*f

-maksimum, gdy 922 <0
x
82
-minimum, gdy (3J2C >0
x

b) A < 0, to brak ekstremum
c) A =0, to potrzebna jest bardziej szczegbélowa analiza.

Przyktad 9 Wyznaczy¢ ekstrema funkcji f(x) = (x — 1)+ (y — 2)2 + 1

Pf  0*f

012 Oyox 2 0
Obliczamy A = :| 0 2 |:4

*f  0*f

oxdy  Oy?

Whioskujemy z tego, ze ekstrema istnieja. Obliczajac pochodne do uktadu rownan otrzy-
mujemy 2(z — 1) oraz 2(y — 2).Mamy stad punkt (1,2) podejrzany o to, ze w nim realizuje

sie ekstremum.
2

Widzimy z wyznacznika powyzej, ze Frole 2. Zatem w punkcie (1,2) realizuje sie mini-
x
mum.



Zadanie Wyznaczy¢ ekstrema funkcji z = 22 + 2y + y? — 220 — v.
Obliczamy pochodne czastkowe i tworzymy uktad réwnan:

0z

) —2=0
oz TrY

0z

— = 20—1=0
dy T+ 2y

stad otrzymujemy punkt (1,0) podejrzany o to, ze w nim realizuje sie ekstremum.

Obliczamy pochodne drugiego rzedu:

Fi_, P, P
oxz 7 oy2 T Oxdy
Zatem A = % ; | =4 —1= 3> 0 wiec ekstremum istnieje.

2
Poniewas —— =2 > 0 wiec w punkcie (1,0) realizuje sie minimum.
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